Operécie na jazykoch

spisal Tomds Farsky, upravil a doplnil Simon Sadovsky

1 Zadanie

Nech X, T sd abecedy, h : I'* — X* je homomorfizmus a L, Ly a Lo st l'ubovolné jazyky nad X. Rozhodnite a
dokazte, ¢i platia nasledovné inklizie:

a) h_l(Ll . LQ) - h_l(Ll) . h_l(Lg)
b) h_l(Ll) . h_l(Lg) C h_l(Ll . LQ)
c) L* € (L)Y U (L (L?)*)

d) (L3)* U (L~ (L?)") € L*

2 RieSenie

a)
Inklizia neplati. Uvazujme homomorfizmus h : {a}* — {a,b}* definovany takto: h(a) = ab.
Uvazujme L; = {a}, Ly = {b}. Potom plati:

o WML~ Ly) = h='({a} - {b}) = h*({ab}) = {a}
o W7 (Ly)-h Y (Ly) = h ' ({a}) - b () =22 = 2

Zjavne {a} C @. O

b)
Inkldzia plati. Dokaz je nasledovny:
Nechw € h=Y(L1) - h=1(Lo).
Potom ex. slovd w1, ws také, 7e w = wy - wo awy € h~Y(L1) awy € h™1(Ly). (PouZijeme definiciu zretazenia)
Teda plati h(wy) € L1 a h(wg) € L. (Pouzijeme definiciu inverzného homomorfizmu)
Potom plati A(wy) - h(wz) € Ly - Lo. (PouZijeme definiciu zrefazenia)
Teda h(w; - wy) = h(w) € Ly - Lo. (VyuZijeme, Ze h je homomorfizmus)
Tedaw € h™1(L; - Ly). (PouZijeme definiciu inverzného homomorfizmu)

OJ
c)
Inklizia neplati. Uvazujme L = {a}. Potom:
o I*={a}*
o (LT U(L-(L?)") = {aa}* U{a} - {aa}*
Zjavne € € {a}* ae ¢ {aa}t U {a} - {aa}*. O

d)
Inkldzia plati. Nech w € (L?)™ U (L - (L?)*). Tedaw € (L?)" alebo w € (L - (L?)*). Rozoberieme tieto 2 pripady:
) w e (L?)*

Potom ex. wy, ..., w, € L? pricom n > 1, také, Ze w = wy...w,. (PouZijeme definiciu kladnej iterdcie jazyka)
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Teda pre kazdé w; ex. u;,, u;, € L také, Ze w; = u;, u4,, pricom 1 < ¢ < n. (Pouzijeme definiciu mocniny jazyka)

Dajic dokopy predoslé dostdvame w = w1, U1, - . . Up, Uny-
€L €L €L €L
Teda z definice iteracie jazyka zjavne w € L*.

2)w € (L (L*)*)

Potomex. u € L av € (L?)* také, Ze w = uv. (PouZijeme definiciu zretazenia)

Teda existuji vy, ..., v, € L? také, Ze v = vy . .. v, pri¢om n € N. (PouZijem definicu iterdcie jazyka)

Uvazujme 1 < ¢ < n. Potom pre v; existuji v;,,v;, € L také, Ze v; = v;,v;,. (PouZijeme definiciu mocniny
jazyka)

Spojenim toho, ¢o sme doteraz dokdzali dostdvame w = u v1,V1, . . . Un; Uny-

€lerel  eL el
Teda z definice iteracie jazyka zjavne w € L*.



