
Operácie na jazykoch

spı́sal Tomáš Farský, upravil a doplnil Šimon Sádovský

1 Zadanie

Nech Σ,Γ sú abecedy, h : Γ∗ → Σ∗ je homomorfizmus a L, L1 a L2 sú l’ubovol’né jazyky nad Σ. Rozhodnite a
dokážte, či platia nasledovné inklúzie:

a) h−1(L1 · L2) ⊆ h−1(L1) · h−1(L2)

b) h−1(L1) · h−1(L2) ⊆ h−1(L1 · L2)

c) L∗ ⊆ (L2)+ ∪ (L · (L2)∗)

d) (L2)+ ∪ (L · (L2)∗) ⊆ L∗

2 Riešenie

a)
Inklúzia neplatı́. Uvažujme homomorfizmus h : {a}∗ → {a, b}∗ definovaný takto: h(a) = ab.
Uvažujme L1 = {a}, L2 = {b}. Potom platı́:

• h−1(L1 · L2) = h−1({a} · {b}) = h−1({ab}) = {a}
• h−1(L1) · h−1(L2) = h−1({a}) · h−1({b}) = ∅ ·∅ = ∅

Zjavne {a} ( ∅.

b)
Inklúzia platı́. Dôkaz je nasledovný:

Nech w ∈ h−1(L1) · h−1(L2).
Potom ex. slová w1, w2 také, že w = w1 · w2 a w1 ∈ h−1(L1) a w2 ∈ h−1(L2). (Použijeme definı́ciu zret’azenia)
Teda platı́ h(w1) ∈ L1 a h(w2) ∈ L2. (Použijeme definı́ciu inverzného homomorfizmu)
Potom platı́ h(w1) · h(w2) ∈ L1 · L2. (Použijeme definı́ciu zret’azenia)
Teda h(w1 · w2) = h(w) ∈ L1 · L2. (Využijeme, že h je homomorfizmus)
Teda w ∈ h−1(L1 · L2). (Použijeme definı́ciu inverzného homomorfizmu)

c)
Inklúzia neplatı́. Uvažujme L = {a}. Potom:

• L∗ = {a}∗
• (L2)+ ∪ (L · (L2)∗) = {aa}+ ∪ {a} · {aa}∗

Zjavne ε ∈ {a}∗ a ε /∈ {aa}+ ∪ {a} · {aa}∗.

d)
Inklúzia platı́. Nech w ∈ (L2)+ ∪ (L · (L2)∗). Teda w ∈ (L2)+ alebo w ∈ (L · (L2)∗). Rozoberieme tieto 2 prı́pady:

1) w ∈ (L2)+

Potom ex. w1, ..., wn ∈ L2 pričom n ≥ 1, také, že w = w1...wn. (Použijeme definı́ciu kladnej iterácie jazyka)
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Teda pre každé wi ex. ui1 , ui2 ∈ L také, že wi = ui1ui2 , pričom 1 ≤ i ≤ n. (Použijeme definı́ciu mocniny jazyka)
Dajúc dokopy predošlé dostávame w = u11

∈L
u12
∈L

. . . un1
∈L

un2
∈L

.

Teda z definı́ce iterácie jazyka zjavne w ∈ L∗.

2) w ∈ (L · (L2)∗)

Potom ex. u ∈ L a v ∈ (L2)∗ také, že w = uv. (Použijeme definı́ciu zret’azenia)
Teda existujú v1, . . . , vn ∈ L2 také, že v = v1 . . . vn pričom n ∈ N. (Použijem definı́cu iterácie jazyka)
Uvažujme 1 ≤ i ≤ n. Potom pre vi existujú vi1 , vi2 ∈ L také, že vi = vi1vi2 . (Použijeme definı́ciu mocniny

jazyka)
Spojenı́m toho, čo sme doteraz dokázali dostávame w = u

∈L
v11
∈L

v12
∈L

. . . vn1
∈L

vn2
∈L

.

Teda z definı́ce iterácie jazyka zjavne w ∈ L∗.
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