
3. sada domácich úloh

Terézia Kabátová

1. Zadanie:

a) Uvažujme tabul’ku rozhodnutel’nosti otázok o triedach Chomského hierarchie, ktorá sa vyskytla na
prednáške a ktorú môžete nájst’ v skriptách na strane 86. Doplňte do tejto tabul’ky nasledovný
riadok a vaše odpovede odôvodnite:

Pre dané G1, G2, G3 zistit’, či (L(G1) ∪ L(G2))
R = L(G3)

2.

Riešenie: Ako prvé ukážeme, že preR je problém rozhodnutel’ný. Máme dané regulárne gramatiky
G1, G2 a G3. Trieda R je uzavretá na zjednotenie, reverz aj zret’azenie. Navyše, dôkazy týchto
tvrdeńı o uzavretosti sú konštrukčné a ukazujú aj ako algoritmicky zostrojit’ regulárne gramatiky
G′ a G′′ 1, také, že plat́ı L(G′) = (L(G1) ∪ L(G2))

R a L(G′′) = L(G3) · L(G3) = L(G3)
2. Rovnost’

regulárnych jazykov L(G′) a L(G′′) je podl’a výsledku z tabul’ky rozhodnutel’ná.

Ukážeme, že pre triedu LCF tento problém nie je rozhodnutel’ný. Budeme postupovat’ sporom.
Nech je problém rozhodnutel’ný. Nech G1 je l’ubovol’ná bezkontextová gramatika. Vezmime bez-
kontextovú gramatiku G2 takú, že generuje prázdny jazyk a bezkontextovú gramatiky G3 ktorá
generuje všetky slová nad abecedou Σ = ΣL(G1)

2.

L(G2) = ∅ L(G3) = Σ∗

Zjavne G2 a G3 s požadovanými vlastnost’ami vieme zostrojit’. Navyše, ku G1 vieme na základe
konštrukcie z prednášky algoritmicky zostrojit’ bezkontextovú gramatiku G′

1 takú, že L(G′
1) =

L(G1)
R. Pre uvedené G′

1, G2 a G3 teraz rozhodnime problém zo zadania. Dostávame

(L(G′
1) ∪ L(G2))

R = (L(G′
1) ∪ ∅)R = L(G′

1)
R = L(G1)

L(G3)
2 = (Σ∗)2 = Σ∗

Teda ak by sme vedeli rozhodnút’ skúmaný problém, vedeli by sme týmto spôsobom rozhodnút’ aj
L(G1) = Σ∗ pre l’ubovol’nú bezkontextovú gramatiku G1. To ale vieme, že je nerozhodnutel’né pre
bezkontextové jazyky, teda dospeli sme k sporu.

Z nerozhodnutel’nosti pre LCF vyplýva aj nerozhodnutel’nost pre LECS a LRE .

b) Je pre dané LBA A, slovo w a symbol c rozhodnutel’né, či A dokáže akceptovat’ w bez toho, aby
niekedy počas výpočtu zaṕısalo na pásku c?

Riešenie: Pre kontextové jazyky je rozhodnutel’né w ∈ L(A). Nech A = (K,Σ,Γ, δ, q0, F ). Zo-
stoj́ıme LBA A′ = (K,Σ,Γ, δ′, q0, F ), ktorý źıskame z A odstráneńım všetkých prechodov, kde by
na pásku zaṕısal symbol c. Prechodovú funkciu A′ teda môžeme poṕısat’ nasledovne.

∀p, q ∈ K ∀a, b ∈ Γ ∪ {¢, $} ∀d ∈ {−1, 0, 1} : (δ(p, a) ∋ (q, b, d) ∧ b ̸= c) ⇔ δ′(p, a) ∋ (q, b, d)

Ak existoval akceptačný výpočet automatu A pre slovo w, ktorý zaṕısal c na pásku, A′ ho nevie
použit’. Výpočet automatu A musel aspoň raz použit’ prechod, ktorý na pásku zaṕısal c, no A′

takéto prechody nemá k dispoźıcii a v “koṕırovańı” výpočtu sa na takomto mieste zasekne. Ak
A′ slovo w aj tak akceptuje, znamená to, že pre A musel existovat’ aspoň jeden výpočet, ktorý
nezaṕısal symbol c a teda A′ ho mohol zopakovat’ celý. Muśı platit’

w ∈ L(A′) ⇔ pôvodný automat A akceptuje w bez zaṕısania symbolu c na pásku počas výpočtu

Pŕıslušnost’ slova do kontextového jazyka je podl’a výsledkov z tabul’ky rozhodnutel’ná, teda aj tento
problém je rozhodnutel’ný.

1Použ́ıvame štandardné konštrukcie z prednášok.
2Použijeme abecedu terminálov G1.
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2. Zadanie:

a) Uvažujme nasledovný jazyk kódov deterministických Turingových strojov:

L = {⟨A⟩ | L(A) ⊆ LHALT}

Plat́ı L ∈ Lrec? Ak nie, plat́ı aspoň L ∈ LRE?

Riešenie: Jazyk môžeme chápat’ ako vlastnost’ LRE , pretože opisuje podmožinu tejto triedy, kde
pre každý jazyk plat́ı L(A) ⊆ LHALT , Môžeme teda použit’ Rice-ove vety.

Zjavne Σ∗
LHALT

̸⊆ LHALT ale napŕıklad ∅ ⊆ LHALT , teda vlastnost’ nie je triviálna a podl’a prvej
Rice-ovej vety vieme, že nie je rozhodnutel’ná. Pomocou druhej Rice-ovej vety vieme zistit’, či je
aspoň čiastočne rozhodnutel’ná. Skúmanú vlastnost’ označ́ıme S. Podl’a prvej podmienky ak pre
nejaký L ∈ LRE plat́ı L ∈ S, tak všetky L′ ∈ LRE , ktoré sú nadmnožinou L, musia sṕlňat’ L′ ∈ S.
Táto podmienka nie je splnená. Napŕıklad vieme, že ∅ ∈ S, ∅ ⊆ Σ∗

LHALT
ale Σ∗

LHALT
̸∈ S. Vlastnost’

teda nie je ani čiastočne rozhodnutel’ná, tým pádom pre pŕıslušný jazyk zo zadania plat́ı L ̸∈ LRE .

b) Uvažujme nasledovný jazyk kódov deterministických Turingových strojov:

L = {⟨A⟩ | LHALT ⊆ L(A) ⊆ LU }

Plat́ı L ∈ Lrec? Ak nie, plat́ı aspoň L ∈ LRE?

Riešenie: Opät’ vieme skúmat’ jazyk ako vlasnost’, ktorú označ́ıme S. Jazyky LHALT a LU sú v
opačnom vzt’ahu ako je požadované v skúmanej vlastnosti. Oba pozostávajú zo slov, ktoré repre-
zentujú kód DTS so vstupným slovom. Pre výpočet s daným vstupom môžu nastat’ tri pŕıpady:

� nikdy neskonč́ı a počas výpočtu nepŕıde do akceptačnej konfigurácie

� automat sa zasekne v neakceptačnej konfigurácii

� automat sa zasekne v akceptačnej konfigurácii

LU obsahuje iba dvojice, ktoré spadajú pod tret́ı pŕıpad, zatial’̌co LHALT obsahuje aj dvojice z
druhého pŕıpadu, pričom l’ahko vidno, že pre každú z troch možnost́ı existuje aspoň jedna dvojica
DTS a slovo také, že pre ne plat́ı daná možnost’. Zjavne teda vzt’ah medzi jazykmi je LU ⊊ LHALT

a podmienka v defińıcii vlastnosti nemôže byt’ splnená. Teda neexistuje jazyk L ∈ LRE , taký, že
L ∈ S, teda valstnost’ je triviálna a podl’a prvej Rice-ovej vety rozhodnutel’ná. Pre pŕıslušný jazyk
zo zadania plat́ı L ∈ Lrec .
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