3. sada domaécich uloh

Terézia Kabatova

1. Zadanie:

a) Uvazujme tabulku rozhodnutelnosti otdzok o triedach Chomského hierarchie, ktora sa vyskytla na
prednaske a ktord moézete najst v skriptdch na strane 86. Doplitte do tejto tabulky nasledovny
riadok a vase odpovede odovodnite:

Pre dané Gy, Go, G3 zistit, ¢i (L(G1) U L(G2))F = L(G3)2.

Riesenie: Ako prvé ukazeme, ze pre R je problém rozhodnutelny. Mdme dané reguldrne gramatiky
G1, Go a G3. Trieda R je uzavretd na zjednotenie, reverz aj zretazenie. Navyse, dokazy tychto
tvrdeni o uzavretosti su konstrukéné a ukazuju aj ako algoritmicky zostrojit reguldrne gramatiky
G' a G" 1, také, ze plati L(G') = (L(G1) U L(G2))F a L(G") = L(G3) - L(G3) = L(G3)%. Rovnost
regularnych jazykov L(G’) a L(G") je podla vysledku z tabulky rozhodnutelns.

Ukédzeme, Ze pre triedu Zcr tento problém nie je rozhodnutelny. Budeme postupovat sporom.
Nech je problém rozhodnutelny. Nech G; je lubovolnd bezkontextovd gramatika. Vezmime bez-
kontextovi gramatiku Gs taku, ze generuje prazdny jazyk a bezkontextovi gramatiky G3 ktord
generuje vSetky slova nad abecedou ¥ = X q,) 2

L(Gs) =0 L(G3) = %*

Zjavne G2 a G3 s poZzadovanymi vlastnostami vieme zostrojit. Navyse, ku G vieme na zdklade
konstrukcie z predndsky algoritmicky zostrojif bezkontextovi gramatiku G takud, ze L(G}) =
L(G1)E. Pre uvedené G4, G2 a G5 teraz rozhodnime problém zo zadania. Dostdvame

(L(G}) U L(G2))™ = (L(Gh) U = L(G)" = L(Gh)
L(Gs)? = (57)° = =

Teda ak by sme vedeli rozhodntt skimany problém, vedeli by sme tymto spésobom rozhodnit aj
L(G1) = ¥* pre lubovolni bezkontextovii gramatiku Gp. To ale vieme, Ze je nerozhodnutelné pre
bezkontextové jazyky, teda dospeli sme k sporu.

7 nerozhodnutelnosti pre Zcr vyplyva aj nerozhodnutelnost pre Lrcs a LrEe.

b) Je pre dané LBA A, slovo w a symbol ¢ rozhodnutelné, ¢ A dokaze akceptovat w bez toho, aby
niekedy pocas vypoctu zapisalo na pasku c¢?

RieSenie: Pre kontextové jazyky je rozhodnutelné w € L(A). Nech A = (K,%,T,4d,qo, F). Zo-
stojime LBA A’ = (K, X, T, ¢, qo, F), ktory ziskame z A odstrdnenim vsetkych prechodov, kde by
na péasku zapisal symbol c. Prechodovi funkciu A’ teda moézeme popisat nasledovne.

Wp,q € K Va,b € TU{¢,$) Vd € {~1,0,1} : (5(p,a) 3 (q,b,d) Ab # ) & &'(p,a) 3 (¢.b,d)

Ak existoval akceptacny vypocet automatu A pre slovo w, ktory zapisal ¢ na pasku, A’ ho nevie
pouzit. Vypocet automatu A musel aspoil raz pouzit prechod, ktory na pasku zapisal ¢, no A’
takéto prechody neméd k dispozicii a v “kopirovani” vypoctu sa na takomto mieste zasekne. Ak
A’ slovo w aj tak akceptuje, znamend to, Ze pre A musel existovat aspon jeden vypoéet, ktory
nezapisal symbol ¢ a teda A’ ho mohol zopakovaf cely. Musi platit

w € L(A") & povodny automat A akceptuje w bez zapisania symbolu ¢ na pasku pocas vypoctu

Prislugnost slova do kontextového jazyka je podla vysledkov z tabulky rozhodnutelnd, teda aj tento
problém je rozhodnutelny.

1Pouzivame standardné konstrukcie z prednésok.
2Pouzijeme abecedu terminédlov G1.
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2. Zadanie:

2)

Uvazujme nasledovny jazyk kédov deterministickych Turingovych strojov:
L={(A) | L(A) C Luarr}

Plati L € Z,..?7 Ak nie, plati asponn L € Lrg?

Riesenie: Jazyk moézeme chapat ako vlastnost .Zrpy, pretoze opisuje podmozinu tejto triedy, kde
pre kazdy jazyk plati L(A) C Lyarr, MoZzeme teda pouzit Rice-ove vety.

Zjavne ¥} & Lpapr ale napriklad § C Lyarr, teda vlastnost nie je trividlna a podla prvej
Rice-ovej vety vieme, Ze nie je rozhodnutelnd. Pomocou druhej Rice-ovej vety vieme zistit, & je
aspoil Giastoéne rozhodnutelnd. Skimant vlastnost oznaéime S. Podla prvej podmienky ak pre
nejaky L € Zgg plati L € S, tak vSetky L' € ZrE, ktoré st nadmnozinou L, musia spfﬁat’ L'esS.
Této podmienka nie je splnena. Napriklad vieme, ze ) € S, 0 C X7~ ale X} =~ ¢ S. Vlastnost
teda nie je ani ¢iastoéne rozhodnutelnd, tym padom pre prislusny jazyk zo zadania plati L ¢ Zrg.

Uvazujme nasledovny jazyk kédov deterministickych Turingovych strojov:
L={(A) | Luarr € L(A) € Ly}

Plati L € Z..?7 Ak nie, plati asponn L € Lrg?

Riesenie: Opit vieme skimat jazyk ako vlasnost, ktord oznaéime S. Jazyky Lyarr a Ly si v
opacnom vztahu ako je pozadované v skimanej vlastnosti. Oba pozostdvaju zo slov, ktoré repre-
zentuji kéd DTS so vstupnym slovom. Pre vypoéet s danym vstupom moézu nastat tri pripady:

e nikdy neskonéi a pocas vypoctu nepride do akceptacnej konfiguracie

e automat sa zasekne v neakceptacnej konfiguracii

e automat sa zasekne v akceptacnej konfigurdcii
Ly obsahuje iba dvojice, ktoré spadajt pod treti pripad, zatialéo Lyarr obsahuje aj dvojice z
druhého pripadu, pricom lahko vidno, Ze pre kazdu z troch moZnosti existuje aspoil jedna dvojica
DTS a slovo také, Ze pre ne plati dand moznost. Zjavne teda vztah medzi jazykmi je Ly € Lyarr
a podmienka v definicii vlastnosti nemoze byt splnens. Teda neexistuje jazyk L € Zrg, taky, Ze
L € S, teda valstnost je trividlna a podla prvej Rice-ovej vety rozhodnutelnd. Pre prislusny jazyk
z0 zadania plati L € Lrec.



